1l Fonctions différentiables d’'une variable réelle

| Def et premiéres pptés

Def : Soit f :D->R définie au voisinage d’un point x0
On dit que f est derivable en x0 ssi

1) (premiere forme)

La fonction 'I;o:% lorsquex tend vers x0 par valeurs distinctes de x0

le : lim(x->x0 x !=x0)% existe

A1€R/V epsilon >0 3 alpha>0/|x-x0 et x !=x0 = (,2:£ng) - || < epsilon

3 1€ R /V epsilon >0 3 alpha > 0 /|x — x0| < alpha => |f(x)-f(x0)-(x-x|0d epsilon|x-x0|
Lorsque cette limite existe, on la note f'(xOpetl'appelle la dérivée de f en x0

2) (deuxieme forme)
Il existe un nombre | € R, une fonction epsilorgel lim(x->x0 ;x '=x0) epsilon(x) = 0
Telle que
Vx €]x0—x,x0 +x[,f(x) = f(x0) + I(x — x0) + (x — x0)e(x)

Remarque:

1- « Moralement » f est derivable en x0 signifie quevoisinage de x0 les valeurs de f sont
approchables pas les valeurs d’une fontion affine

x = f(x0) + (x —x0)f(x0)

2- Si f est derivable en x0, la droite d’équatior: f(x0) + f(x0)(x — x0) est appellée la
tangente au graphe de f

Prop :
Soitf: D — R dérivable en x0 alors f est continue en x0

Preuve : f est continue en Xnx-xo f(x) = f(x0)
x#x0

Si f est dérivable en x0, on a sur un voisinnagr(de
f(x) = f(x0) + (x — x0). f'(x0) + (x — x0)e(x)
Oulimy, 1 f(x) = f(x0)

Remarque : La réciproque est faussentinue !=>dérivable

Prop :
Soitf: D — R dérivable en x0
Si f admet un maximum local en x0 (Respectiveni@mminimum local en x0)
Alors f(x0)=0
Preuve : f a un maximum local en x0 ssi il eidpda > 0 tgvx € [x0 — alpha, x0 + alpha],
f(x) < f(x0)
Remarque : réciproque fausse : On peut avoir f7dile en x0
f'(x0) = 0 et f n'a pas de maximumou de minimumxén



Opérations sur les fonctions derivables
Prop (dérivée d’'une composée)
Soient f et g deux fonctions d’une variable réelle
On suppose que
1) f est définie au voisinnage d'un point x0 et f dékle en ce point
2) g est définie au voisinnage de f(e)f dérivable en f(x0)
Alors g o f qui est la fonction
x = g(f(x)) est définie au voisinnage de x0 et dérivable en x0
(gof)'(x0) = g’ (f(x0)). f'(x0)
Prop
Soient f et g deux fonctions d’une variable rédiéinie au voisinnage de x0 et dérivables en x0
Alors
1) f+g est dérivable en x0 éf + g)'(x0) = f'(x0) + g'(x0)
2) Va €R,(a.f) estdérivable en x0 ét. f)'(x0) = a. f'(x0)
3) F.g est derivable en x0 éf. g)'(x0) = f'(x0)g(x0) + g'(x0)f (x0)
4) Sif(x0) # 0 g/f est derivable en x0
g\ g'(x0)f (x0)—f'(x0)g(x0)
Et (7) (x0) = L

Il Théoréme de Rolle et théoréme des accroissemelfitsis

Th (de Rolle)a<b
f:[a,b] dans R telle que
1) f(a) =f(b)
2) festcontinue sur [a,b]
3) festdérivable sur ]a,b[
Alors il existe ce |a,b[tqf(c) =0

Th (des accroissements finis)
Soit f : [a,b]— R telle que
1) fest continue sur [a,b]
2) festdérivable sur]a ;b[
Alors il existe c€ ]a, b[ tel quef(b) — f(a) = (b —a)f'(c)

Il Formules de Taylon
k € N sifest k fois dérivable au voisinnage de x0Onote f(x0) la dérivée K™de f en x0 avec la
convetntion que pour k=(&f
Th : (Taylor — Lagrange)
Soient f :[a,b}» R etn € N. On suppose que f est
1) nfois dérivable sur [a,b]
2) n+1 fois dérivable sur ]a,b[

Alors il existec € ]a,b[ tq f(b) = f(a) + f'(a)(b — a) +f”(a)%+ ot %(b -

n fﬂ.'l'l(a) _
a) +—r b -a)"( n+1)

Remarque : que se passe-t-il si f = P est un palgnde degré& n
P(x) = a0 + alx + a,x™

ona(a=0b=x)

, P*(0) P™(0)
P(x)=P(0)+ P (0)x + -+ ol x4+ i x™
De mm si on fait a =gt b = x ' '

Pk(x
On aP(x) = Xj_o— 2 (x — x0)*




IV Dévelopement limités

| notions d’equivalence de fonctions en un point

Def: Soient d et g deux fonctions définies au veiage d’un pointx,, on dit que f et g sont
equivalentes au voisinnage dgesket seulement si

1) gadmet une limite lorsque_,x,

X#*Xo
Am f/lg=1
X#*Xo
Il existe une fonctiom (x) aveclim e(x) = 0 tel que au voisinnage de x0
xixg
fx) =g(x)(1 +&(x))
Remarque =(x) = & _ 4

g(x)

Propriété :
Soit f une fonction définie au voisinnage de xdetvable en x0
Si f(xy) # 0 alors au voisinnage de x0(x) — f(xo)~f"(x0)(x — x¢)

Propriété : (opérations sur les equivalences)

Coordonnées sont des fonctions définies au voigimdaun point x0
1) f~g=>g-~f

2) f~getg~h=>f~h

3) f~g et h~e =>fh~ge

Remarque : les équivalences se multiplient masajeutent pas
F~g et h~e 1=> f+h ~e+G

(f~g < flg -> 1)
[l dvlt limité

Def: soit f definie au voisinnage d’un point x0 spelit-étre au point x0
Si n est un entier : on dit que f admet un dvliténa I'ordre n en x0 si et seulement si
1) il existe des nmobres a0, al, ...,an €R

2) Il existe une fonctiom(x) tel quelimy -xo £(x) = 0
x #x0

Au voisinnage de x0
f(x) = a0+ al(x — x0) + a2(x — x0)% + - + an(x — x0)™ + (x — x0)"e(x)
I |
P(x) (polynome dmgce <= n
Le polynome P est appellé la partie principale dulomité de I'ordre n en x0 de f
Le terme(x — x0)"e(x) est appelle le reste de dvit limad'orde n de f en x0

Prop :
Soient f definie au voisinnage de x0 sauf peute-étrx0 et n € N
Si f admet un dvlt limité a I'ordre n en x0 aloedw-ci est unique

Th : (existence)

Soit f definie au voisinnage de X0 n € N*

Alor si f est n-1 fois derivable au voisinnage @e x

Et f est n fois derivable en x0 . Alors f admetdwit limité d’'un ordre n au voisinnage de x0



Etf(x) = f(x0) + f'(x0) — x — x0) + —— f(xo) .+ @ (x —=x0)"+ (x —x0)"e(x)

La partie principale du DL de f en x0 est :

z f(XO) (x — x0)k



